Infinitesimales

Hier wachst Ihr Wissen Uber das
unendlich Kleine
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Der Modellierungskreislauf

Ein erfundenes Beispiel:
16 Uhr Unfall mit Fahrerflucht in Hann. Minden

Ein Zeuge glaubt einen Transporter mit reichlich
Werbeschrift gesehen zu haben.

1l oY
Der Besitzer behauptet er sei um 16 Uhr gar nicht in

Hann.Munden gewesen.
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. v

Der Fahrtenschreiber zeigt:

» Reale Situation

8

00 02 04 06
x

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. v

Der Fahrtenschreiber zeigt:

% Reale Situation

8

00 02 04 06
x

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.

Y100

mathematisches Modell

Flache unter der Modellkurve gesucht.

00 02 04 06
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,

80 km entfernt. o Reale Situation

Der Fahrtenschreiber zeigt: =

)
00 02 04 06

Lange der gefahrenen Streéke ist gesucht.

mathematisches Modell
‘Fléche unter der Modellkurve gesucht.

00 02 04 08

0.75
mathematische Lésungsidee §= I V(t) dt
0 s
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,

80 km entfernt. o Reale Situation

Der Fahrtenschreiber zeigt: =

)
00 02 04 06

Lange der gefahrenen Streéke ist gesucht.

mathematisches Modell
‘Fléche unter der Modellkurve gesucht.

B

00 02 04 08

mathematische I:('jsungsidee

0.75

5= J. V(l) d ¢ Mathematische Antwort s =60 km
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Der Modellierungskreislauf
Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. Yoo

» Reale Situation
Der Fahrtenschreiber zeigt: = /

)

Laénge der gefahrenen Strecke ist gesucht.

<l EEER
‘Fléche unter der Modellkurve gesucht.

mathematisches Modell

mathematische xI_i')sungsidee

5= J. V(t) dt Mathematische Antwort s =60 km
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Funktionen werden zum
Werkzeug

Man erhalt Antworten beim

Blick auf ,das Ganze" mit dem Integral
integer (lat.)= ganz

pane integrale (it.) = Vollkornbot J.f(x)dx

Funktionen beschreiben
Zusammenhange

Man erhalt punktuelle Antworten
d mit dem Differential
d Y '
S ==, [
dx
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Das Integral

Man erhalt Antworten beim
f(x)d x
Blick auf ,das Ganze" mit dem Integral
integer (lat.)= ganz

pane integrale (it.) = Vollkornbot

ij(xhix

O
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Das Riemannsche Integral

ﬁfumx

Originaltext aus ,Gesammelte Werke*
Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang
seiner Giiltigkeit.

Bernhard Riemann
Abi 1846

Johanneum Liineburg

4.

Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, néthigt uns,
Einiges voraufzuschicken iiber den Begriff eines bestimmten Integrals
und den Umfang seiner Giiltigkeit.

b
Also zuerst: Was hat man unterjf(a:) dz zu verstehen?
a 10
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jbf(x)dx Riemannsches Integral
a

o BAANY

N, \\ SRR
2]

/ et Bernhard Riemann
/ ; Abi 1846
2 3 1 s g Johanneum Liineburg

0 +
/ x
2+

Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat / .f (x) dz keine Bedeutung.

7
T
i o FU A = Originaltext aus ,Gesammelte Werke*
, bei jeder Zerlegung denselben Grenzwert zu haben,
11
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Das Integral als verallgemeinertes Produkt

V konstant Ss=v-t
Geschwindigkeit Weg Zeit

= v(z‘) variabel

s = J.jv(t) dt

Integral fUr 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....
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Das Integral als verallgemeinertes Produkt
yv= v(z‘) variabel

s = J.jv(t) dt
F=F(s)
W:ij(s) ds

Ss=v-t
Geschwindigkeit Weg Zeit

V konstant

F konstant W =F -s

Kraft Arbeit ~ Weg

Integral fur 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....13
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Das Integral als verallgemeinertes Produkt
= v(z‘) variabel

5= J' P o) dt
a
F xonstant W =F'-s F= F(S)
Kraft Arbeit We

g b
Energie W = J. F(s)ds
a
R konstant [/ = R.][ R= R(]) variabel
Widerstand Spannung  Stromstérke U — IbR(I) d[
a

Integral fur 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....14

Ss=v-t
Geschwindigkeit Weg Zeit

V konstant
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Das Integral fur den
verallgemeinerten Mittelwert
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3oz
Temperaturverlauf

Mathematik sehen
und verstehen

|
, Tmittel = (77 + T4 +2: Ty
. Integral fiir Mittelwert und Bilanzen.... .
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Das Integral fur den
verallgemeinerten Mittelwert

’ Ist die Modellierung der
:, /J‘“‘ﬁ — Metereologen
| = e i . .
o nicht viel zu grob?????
2 |a 2 6 & 1o 12 14 16 18 20 22 24 26 30 32 34 3
_1 ( )
Tittel = 5 (T7 + 14 +2-17)

Flachenbilanz=0

Integral fur Mittelwert und Bilanzen.... 16
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Das Integral fur den
verallgemeinerten Mittelwert

I~ Mitteltemperatur TR # Mitieltemperatur Lufttesperatur

- W =13983°

.
Les [ .
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Tittet =5 (77 + T4 +2-To1)

Integral fur Mittelwert und Bilanzen.... “
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Das Integral fur den
verallgemeinerten Mittelwert
Y

Mittelwert | _
der Funktionswerts|

_{ \
/ ff(x)dx = Rechteck

4 = 24 mal Mittelwert

2 6 8 1012 14 16 18 20 22 2%2? 2?&%3
= r

Mittelwert = Lj” F(x)dx
b—a’a

Ihtegrél‘f[]‘r évD-FIéchen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....18
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Eigenschaften des Integrals
j : F(x)dx

Intervall [A,B]

Sind die Werte von f im ganzen Intervall negativ, O
dann ist auch das Integral negativ.
19
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Eigenschaften des Integrals
[ : f(x)d x

Das Integral ist eine Flachenbilanz mit negativen
und positiven Flachen.

Sind die Werte von f im ganzen Intervall negativ, O
dann ist auch das Integral negativ.
20
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Eigenscpaften des Integrals
jaf(x)dx ﬂ A

Intervall [A,B] &/ = o 1 X & &

6
4] B

Das Integral ist eine Flachenbilanz mit negativen
und positiven Flachen.

Beim Vertauschen der Grenzen
andert sich das Vorzeichen
des Integrals

ARIEIRIN
B a=i138 A
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Sind die Werte von fim ganzen Intervall negativ,
dann ist auch das Integral negativ.

Ubungen zum Integral o
j:f(x)dx

Intervall [A,B]
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o

Ubungen zum Integral

jj F(x)d x éu

Intervall [A,B]
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€2 Die Integralfunktion
Teppich-Abroll-Funktipn*  F'(X, @) := J:C f(t)dt

X

24
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€2 Die Integralfunktion
F(x,a)= j: £t dt

»Teppich-Abroll-Funktion®

Lr

2l 3l le) splel I7] el [s] ho
int=441

Ordinate von P zeigt die abgerolite Flache an. ”

[ Prof. Dr. Dérte Haftendom, Leuphana Universitét Lineburg, 2015 http://www.leuphana.de/matheomnibus |

O Die Integralfunktion
F(x a) _j f(t)dt

Der Zuwachs der
Integralfunktion

hangt nur vom

Zuwachs der Flache ab.
Also sind die verschiedenen
Integralfunktionen an jeder
Stelle x gleich steil.

(x ist hier die Stelle von B)

26
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@ Die Integralfunktion
F(x,q) _j f(t)dt

Alle Integralfunktionen

haben dieselbe Form.
An den Extremstellen

von F hat f eine Nullstelle.

t~An der Sattelstelle von F

®

hat f eine Berlhr-Nullstelle.

Wo F eine Wendestelle hat, hat f eine Extremstelle.
27
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Nochmal die
Teppichabrollfunktion

Qumd o FIO= | J0E) Al Sutemeit

28
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die Intergralfunktion F von f

=, Teppichabrollfunktion®
, 1=
]

| b Ml

o qorollhon Teppd

48 6 7 8 4 hon o

1 /I
2 29
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Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

J(x)=F'(x)

d. h. Alle Integralfunktionen F zu f mit beliebigem Start

haben ihr f auch als Ableitung. Sie heilen daher auch
,Stammfunktionen* von f, .

blaw

sie unterscheiden sich nur um eine

additive Konstante c. Man schreibt:

Flt)= J#0)nx +c §
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Optimierung als Ziel

2-Liter-Pokal Silberverbrauch

31
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Optimierung als Ziel
o P g

Wirtschaftsfunktionen

o

1kPug x

0 05 1 15 2 25 385 4 45 5 55" 6 65
BO @BM @BO... Haos

2
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Wasser in der Muhle O

8
1
I
Hohe 6
G ! F
1
i 4
| a
1 h
1 2
i 1
by =
H l){1 2.3 ¢
12 10 3 5 4 2 4
M Q
Dachradius =6 _ |'

Im kegelférmigen Dach einer Muhle soll ein zylindrischer
Wasserbehalter mit méglichst groRem Volumen eingebaut
werden.

33
” Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, 2013 http:/Awww.leuphana.de/matheomnibus H

Wasser in der Mihle <&

4 1/10 des Volumens wird dargestellt
12
10
. D
8 Vol = (2.2, 8.03)
1
/:}bne 8m
1 s
! F
i 4
1 a
1 h
I 2
I
Ix,=2.
i X SOrtsk
-6 2 oo X2 4 s 8 10
M Dachradius = 6 Ha 1996 / 2005
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Funktionen Optimum 3D ¢
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