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p-Etikettierbarkeit, Bspl. Knoten 5.2

Knoten 5.2
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Farbbarkeitsbedingungen direkt

Wahl zulassiger p
Hier kann man mehrere p ausprobieren. Sinnvoll ist aber die Teiler der Determinate der reduzierten

Fabbarkeitsmatrix (ndchster Absatz) zu wahlen

lo52 =Solve[{2X-y-Z2=20, -X+2Z-U=0, -Z+2y-V=0,

-X+2Uu-v=0, -y+2v-u=0} /.v-0,
{X, ¥, Z, u, v}, Modulus - 7]

{{x->2C[2],y—>6C[2],2z->5C[2],u>C[2],Vv—>C[1]}}

Mod[{X, Y, Z, u, vV}, 7] /. (1052 /. {C[1] » @, C[2] » 1})

{{2, 6,5, 1, 0}}

Mod[{X, ¥, Z, u, v}, 7] /. (lo52 /. {C[1] » 0, C[2] »4})

{{1, 3, 6, 4, 0}}
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{{x>6C[1] +2C[2],y~»2C[1] +6C[2],

z-53C[1] +5C[2],u->C[2],Vv~>C[1]}}
Dies bedeutet: u und v beliebig aus Z(7) wahlen, x,y,z berechnen.
Mod[{X, Y, z, U, vV}, 7] /. (1052 /. {C[1] » @, C[2] - 4})
({1, 3,6, 4, 0}}

Mod[{X, Y, z, U, V}, 7] /. (1052 /. {C[1] -» @, C[2] - 1})

{{2,6,5,1,0}}

Wie erkennt man, dass der Knoten nicht p-Etikettierbar ist?

Solve[{

2X-y-2==0,
-X+2z2-u=20,
-Z+2y-Vv=0,
-X+2U-Vv=0,
-y+2v-u=0
}, {X, ¥, z, u, v}, Modulus - 3]

Also haben alle Bogen dieselbe Farbe.

Andere Losungsmethode (umstandlicher)

Farbbarkeitsmatrix von 5.2

2 -1 -1 0 o
-1 0 2 -1 0

fm=| @ 2 -1 @ -1|;Det[fm]
-1 0 0 2 -1
0 -1 0 -1 2

0
2 -1 -1 o

frred= |1 @ 2 -1 ; Det[fmred]
o 2 -1 o
-1 o o 2

-7

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikattierbarkeit infrage.
Hier ist die einzige Moglichkeit p=7.
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Sechser-Knoten 6.1
A

<

2 -1 -1 06 0 o
-1 6 2 -1 o o0
-1 6 6 2 -1 0
£ = ; D f
mé o 6 0 -1 2 -1|° et [fm6]
e -1 0 o -1 2
o 2 -1 06 o0 -1
2 -1 -1 0 o
-1 6 2 -1 o
fmred6 = | -1 @ © 2 -1 |; Det[fmred6]
e o o0 -1 2
e -1 0 o -1
9

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeit infrage.
Hier ist die einzige Moglichkeit p=3

Also Knoten 6.1 ist dreifarbbar.

Farbbarkeitsbedingungen direkt fur 6.1

lo =Solve[{2Xx-y-2==0, -X+2Z-U==0, -X+2U-V==0, -Uu+2V -w=20,

-Yy-V+2W=0, -z+2y-w==0}, Modulus - 3]

Mod[{X, ¥, Z, U, V, W}, 3] /. (1o /. {C[1] » 1, C[2] - 2})
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Mod[{X, ¥, z, U, V, W}, 3] /. (lo /. {C[1] » @, C[2] - 1})
Modulo Konstante | Konstante

Alexanderpolynom von Knoten 6.1 (Ur-Methode)

11060 020
1 x x 06 0 0
© 061 x 0 0
m= ; D m
: 606 xx160| Dee.lt:e[r:wirila\
© 610 1 x
@ 1 x 0 0 x

- Expand [Factor [Det [am] ] / x"2]
multipli- - | faktoris-- | Determinante

Dieses Alexanderpolynom hat auch der 9.46

Sechser-Knoten Kretzschmar, 6.3 aus Knotplot
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Farbbarkeitsmatrix

Kretzschmar-Knoten

2 -1 -1 06 0 o

-1 6 2 -1 o0 o0

-1 6 0 2 -1 0
fmé = 3 D f
mé o 2 o © -1 -1]|° et [fm6]

Determinani
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2 -1 -1 0 o
-1 6 2 -1 ©
fmred6 = | -1 @ © 2 -1 |; Det[fmred6]
e 2 0 o -1
e -1 0 -1 o

-13

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier ist die einzige Moglichkeit p=13

Farbbarkeitsbedingungen direkt

Alexanderpolynom fur Kretzschmar-Knoten

110

0

0 0
am = X °
1 X
1 1
0

P X O®OX OO0
X X X000

OO0 R R
R O® O K X

0

Expand [Det [am] / Xx]

1-3x+5x2-3x>+x*
Factor[Det[am] ]
X (1 -3Xx+5x2-3x3+ x4)

Also kann der Kretzmar-Knoten nicht zu 6.1 isomorph sein.
Er hat aber dasselbe Alexanderpolynom 6.3. (Siehe unten)

Hauptmethode fiir Alexanderpolynom

1-t t -1 © o o
t o 1-t -1 o o
1 e o 1-t t o

kret=1 o 1.t @ o t -1 |}
@ t © -1 o 1-t
@ © -1 o 1-t t
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1-t t -1 0 o
t 0 1-t -1 o
kretred = -1 0 e 1-t t|;
e 1-t o 0 t
0 t (%) -1 ©

Expand [Det [kretred] / t]

1-3t+5t2-3t3+t*

Er hat aber dasselbe Alexanderpolynom 6.3. (Siehe unten)

Knoten 6.3 aus Livingston
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Farbbarkeit direkt flir 6.3

1063 = Solve[{2y-Xx-2==0,2X-Z2-U=0, -y+2Z-V=20, -X+2V-W=0,

-y+2W-U==0, -v+2u-w=0}, Modulus -» 13]

Der 6.3-Knoten ist 13-etikettierbar. eine der vielen Losungen ist;
12,11,10, 1,9,6

Mod[{X, Y, Z, U, v, W}, 13] /. (1063 /. {C[1] - 12, C[2] > 1})
Mod[{X, ¥, Z, U, v, W}, 13] /. (1063 /. {C[1] » 10, C[2] - 11})

Also konnen der Kretzschmar-Knoten und der 6.3-Knoten tibereinstimmen.

Das Alexanderpolynom von 6.3 ist laut Liste: t* =33 + 52 = 3 t+1
Das ist auch das Alexanderpolynom des Kretzschmar-Knotens.
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Knoten 6.2

Farbbarkeitsmatrix

2 -1 -1 0 o o
-1 2 0 -1 o0 o
-1 6 06 2 -1 o
-1
-1

fm6 = o o 2 -1 0 ; Det[fm6]
e -1 06 o0 2
e 0 -1 o -1 2
2 -1 -1 0 ©
-1 2 o6 -1 0
fmred6 = | -1 @ © 2 -1 |; Det[fmred6]
e 0 2 -1 o
e -1 06 o 2

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier ist die einzige Moglichkeit p=11

Direkte Losung

Fazit

Der Knoten 6.2 hat mit dem Knoten 6.3 und dem Kretzmar-Knoten dasselbe Alexanderpolynom.
Aber 6.2 ist genau 11-etikettierbar und 6.3 ist genau 13 etikettierbar.



8 | knotenfarben-2014.nb

Der Kretzschmar-Knoten ist auch genau 13-etikettierbar. Damit kann der Kretzschmar-Knoten nicht
6.2 sein. Als Primknoten muss er mit einem der drei 6er Primknoten libereinstimmen. 6.1 kommt
nicht infrage, denn 6.1

hat ein anderes Alexanderpolynom und ist 3-farbbar.

Daher muss der Kretzschmar-Knoten isomorph zum 6.3-Knoten sein.

Weitere Knoten

1.4

ro)
1 0
2 2 0 0
3 -1 6 2 © -1 0 o |,
fm74=17 o -1 0 @ 2 -1 0 |°
5 ¢ 0 © 2 -1 o -1
6 6 0 -1 0 o0 2 -1
7 © 6 0 -1 0 -1 2 )
2 -1 -1 0 ©6 0\
-1 2 o -1 o o
-1 6 2 0 -1 o |,
fmred74 = o 1.0 0 2 -1 Det [fmred74]
@ © 0 2 -1 o
\ 0 0 -1 o0 o ),
-15

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier sind die Moglichkeiten p=3 und p=5
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Farbbarkeitsmatrix von 7.4

(kr x y z u v

W r
1 2 -1 -1 0 ©6 © o
2 -1 2 © -1 0o o0 o
3 6 6 -1 2 -1 o o
fm75=12 10 2 0 0 o -1]|°
5 6 6 © -1 2 -1 o
6 O -1 0 o0 o 2 -1
7 6 0 0 o -1 -1 2 )
(2 -1 -1 06 © 0o
-1 2 © -1 o o
P 0 -1 2 -1 o
fmred75 = 106 2 0 0 ol Det [fmred75]
e 0 0 -1 2 -1
\ 90 -1 0 6 o 2
-17

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier sind die Moglichkeiten p=17
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8.16

0 o
0 2 0 -1
0 o 0 o
fmred816=| @ 2 © -1 -1 @ 0 |; Det[fmred816]
@ 0 0 -1 o -1 2
e 06 0 0 -1 o0 -1
e -1 6 o 2 -1 o
35

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hiersind die Moglichkeiten p=5 und p=7

Farbbarkeitsbedingungen direkt
lo816m5 = Solve[{-y+2X-Z2 =0, -X+2Z-r=0, -XxX+2u-S=20, —-u+2y-v=20,
-U+2r-w=0, -v+2s-r=0, -y+2v-w=0, -z+2w-s == 0}, Modulus - 5]
Mod[{x, ¥, z, u, v, w, r, s}, 5] /. (10816m5 /. {C[1] » 1, C[2] » 2, C[3] —>3})
lo816m7 = Solve[{-y+2Xx-Z =0, -X+2Z-r=0, -X+2u-s==20, -u+2y-v =20,
-U+2r-w=90, -v+2s-r=0, -y+2v-w==0, -z+2w-5s == 0}, Modulus -» 7]

Mod[{X, Y, Z, U, V, W, I, s}, 7] /. (lo816m7 /. {C[1] » 1, C[2] -2, C[3] - 3})
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8.18

Frabbarkeitsmatrix von 8.18

(ke X 'y z u v w r s
1 2 -1 -1 6 ©6 ©6 o o
2 0 2 0 -1 06 o -1 o
3 -1 9 06 2 -1 0 0 o
fm8l18=( 4 © ©6 2 -1 06 ©0 0 -1]|;
5 6 -1 e @ 2 -1 o o
6 6 0 -1 o 0 2 -1 o
7 -1 6 6 0 0 -1 o 2
\8 © 0 0 e -1 0 2 -1)
2 -1 -1 0 0 0 0 )
© 2 0 -1 o6 o -1
-1 6 o6 2 -1 o o
fmred818 = @ © 2 -1 © © © |; Det[fmred818]
© -1 o6 o 2 -1 o
© 06 -1 6 o 2 -1
\-1 6 0 0 o -1 o )

45

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier sind die Moglichkeiten p=3 und p=5
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Farbbarkeitsbedingungen direkt nicht angepasst

lo816m5 = Solve[{-Yy+2X-Z =0, -X+2Z-r==0, -X+2U-S=20, —-U+2y-VvV =0,

-U+2r-w=90, -v+2s-r=0, -y+2v-w=0, -z+2w-5s == 0}, Modulus -» 5]

Mod[{X, Yy, Z, U, V, W, I, s}, 5] /. (lo816m5 /. {C[1] » 1, C[2] » 2, C[3] - 3})

lo816m7 = Solve[{-y+2X-Z2 =0, -X+2Z-r=0, -X+2U-s=20, —-Uu+2y-V =0,

-Uu+2r-w=0, -v+2s-r =

O, -y+2V-W=20, -Z+2W-5S == 0}, Modulus - 7]

Mod[{X, Y, Z, U, V, W, I, s}, 7] /. (lo816m7 /. {C[1] » 1, C[2] » 2, C[3] - 3})

Neuner-Knoten 9.46

Farbbarkeitsmatrix von 9.46
kr

fmo46 =

VWoNOOTUVEA,WNER

X
-1
2

y
2

-1

©O00OO0O0

z u
-1 0
e o
2 ©
e o
e o
e o
o -1
2 -1
-1 2

; Det[fm946]
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-1 2 -1 o @ 0 0
2 -1 o o o0 -1 o o
@ -1 2 © 0 0 o o
2 06 0 0 -1 0 -1 o |.
fmred946 = 10 0 06 0 © 2 -1l Det [fmred946]
® O 6 0 0 o0 -1 2
@ 0 0 -1 2 -1 o
@ 0 2 -1 0 0 o -1
-9

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeirt infrage.
Hier ist die Moglichkeiten p=3.

Farbbarkeitsbedingungen direkt (nicht angepasst)
lo946m5 = Solve[{-y+2Xx-Z =0, -X+2Z-r=0, -X+2u-s=20, -u+2y-v =0,

-U+2r-w=0, -v+2s-r=0, -y+2v-w==20, -Zz+2w-5S == 0}, Modulus - 5]
Mod[{X, Y, Z, U, V, W, I, s}, 5] /. (lo816m5 /. {C[1] » 1, C[2] -2, C[3] - 3})

lo816m7 = Solve[{-Yy+2X-Z2 =0, -X+2Z-r=0, -X+2U-S==0, —-u+2y-v=20,

-U+2r-w=90, -v+2s-r=0, -y+2v-w=20, -Z+2w-5S == 0}, Modulus -» 7]

Mod[{X, Y, Z, U, V, W, I, s}, 7] /. (lo816m7 /. {C[1] » 1, C[2] » 2, C[3] - 3})

Alexanderpolynom von 9.46

110000000
1 X0 000Xx2©0 0
O x1100000
0900110000

am=|0 1 1 x @ x © 0 0 |; Det[am]
O x 910 x010
©10000x10
9001000601 X
9 00 x 100 0 x

2x3-5x*+2x°

Expand [Factor [Det [am]] / x?]

2-5x+2x%°

Dieses ist auch das Alexanderpolynom von 6.1. Bei Untersuchung der Farbbarkeit kann sich

klaren, dass 9.46 nicht isomorh zu 6.1. (Klar, dass das wahr ist, denn sie stehen ja in den Primknoten-
listen.)

Also kann der Kretzschmar-Knoten weder zu 9,46 noch zu 6.1 isomorph sein.
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Er hat aber dasselbe Alexanderpolynom 6.3.. Erist ja auch 6.3 nach der Liste von Knotplot (Siehe
unten)

8.18- Knoten p-Etikettierbarkeit

Farbbarkeitsmatrix

2 -1 06 -1 0o 0 o
-1 6 0 0 -1 2 © o
© 0 -1 2 © -1 o o
-1 6 2 © © 0 -1 o
fm818 = ; Det [fm81
m818 o 6 0 -1 2 o o -1|° et [fm818]
@ 2 -1 6 0 © o -1
® -1 0 o -1 0 2 0
© 0 0 0 o -1 -1 2
0
2 -1 06 -1 0 © o
-1 6 6 © -1 2 o
@ 0 -1 2 © -1 o
fmred818 = -1 @6 2 © © © -1|; Det[fmred818]
@ 0 0 -1 2 0 o
@ 2 -1 0 ©0 0 o
@ -1 6 0 -1 0 2
45

Nur die Primteiler dieser Determinante kommen fiir die p-Etikettierbarkeit infrage.
Hier sind die Moglichkeiten p=3 und p=5

Farbbarkeitsbedingungen direkt, mit Untersuchung p, pq,...

Alexanderpolynom 8.18, Ur-Methode

Bei Unterkreuzung links markieren , Epple Seite 5f



am8rl8 =

O OX OX OO0 R

ORORRROO®
R OOX OO X O
X X RPOOOOO
OCO0OOXORRO®
OCO0OO0OO0ORrRr X OoOR

1-5x+10x2-13x3+10x*-5x%x° +x°

RXO0OROOOO
ORRFRPOX OO0

5 -Det[am8r1l18]

Dies ist das richtige Alexanderpolynom von 8.18

Alexanderpolynom 8.18, falsche Methoden

Bei Uberkreuzung rechts markieren

am818 =

1

OO X OX OO0

O X O X B X ® X

0

P OORO®OOR

%)

X PRPROOOO

X-4x2+5x3-5x*+2x%-x’

%]

OO OXORR

%]

OO0OO0OOX X O

Expand [Factor [Det [am818]] / x|

1-4x+5x>-5x3+2x°-x°

X X OROOOO
ORXO0OROOO

Dieses ist kein Alexanderpolynom bis 9.49

; Det [am818]

Alexanderpolynom 8.18, zweite falsche Methode

Bei Uberkreuzung dahinter markieren

am8p1l8 =

X

OCO0OROX OO

(%)

ORORRRO

0

X OO X OO0 R

R X X 00000

OO0 X OB X

0

O O0OO0OO0O KR X O X

X X O0OFROOOO
ORL X O®OX 00O

X (1-2x+4x2-8x3+14x4_12x5+4x6)

;5 Det[am8p18]
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Expand [Factor [Det [am8p18]] / X]

1-2x+4x>-8x3+14x*-12x>+4x°

Dieses ist kein Alexanderpolynom bis 9.49

Alexanderpolynom 8.18, Polynom- Methode

,Livingston
1-t t 0 -1 0 0 0 0
t 0 0 0 -1 1-t 0 0
0 0 -1 1-t 0 t 0 0
. t 0 1-t 0 0 0 -1 0
alivepl8=1| o 5 9 -1 1-t o o t |}
0 1-t -1 0 0 0 0 t
0 0 0 -1 0 1-t 0
\ © 0 0 0 0 t -1 1-t
Det[aliv8p18]
)
1-t t @ -1 o ) )
t (] (] 0 -1 1-t o
0 (2] -1 1-t o t (]
aliv8pi8red = | t o 1-t o ) @ -1 |; Expand|Det[aliv8pi8red] /t]
) ) @ -1 1-t o )
e 1-t -1 0 (] 0 (]
0 t (] 0 -1 0 1-t

~1+5t-10t>+13t3-10t*+5t> - t°

Dies ist das richtige Alexanderpolynom von 8.18

Andere Zeilen und Spalten gestrichen

Beweis p-Eikettierbar Reidemeister 3

Solve[{

22-X-V=0, 22-y-w=0, 2Vv-Uu-w=0,2x-y-t=0,2z-u-t=0,2z-x-v=0}]

{{lu->-2xXx+y+2z, V> -X+2Z,W—>-y+2z,t->2x-y}}



