NURBS

Grundlage fir Animationsfilme
12. September 2021 Saarbrtcken, AK Geometrie der GDM

* Nimm Steuerpunkte

* Und ein Basissystem (z.B. Polynome),
Richtige Linearkombination.
* Baldist ,Karl” fertig.
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* So macht ,Karl“ jede geometrische
Bewegung brav mit, z.B. eine Spiegelung.
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Die Bernsteinpolynome
bilden eine Basis im I1(3)

Bézier-Splines
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bO(x) = (1 - X)°

b2(x) =3 (1 . x) x2 Samtliche Mdoglichkeiten.

b3(x) = x°

r 0

Q

Polynome 3. Grades
b1(x) = 3x (1 - x)* 3 Nullstellen genau fiir x=0 und x=1

Die Summe
der Ordinaten
ist an jeder
Stelle 1.

Wegen ((1-x)+x)3 =1

Interaktiv auch zu sehen
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Bézier-Spline, eine geometrische Erzeugung

e O
C t=0.4
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!
Dorte Hafténdom b y 11
Dieter Riebeseht 7
Hubert Dammes

Hohere
Mathematik sehen
und verstehen

Ein vektorieller Beweis ergibt die Bernsteinpolynome  z.B. Seite 369
Parameterdarstellung der Bézierkurve
P=(1-%t3%A+301—-t%B+3(1 —t)t3C +t*D
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Bézier-Spline, eine rechnerische Erzeugung
sasis sind die Bermstenpolynome O

X(t)=A, b,(t)+B, b,(t)+C, b,(t)+D, b,(t)

y(t)=Ay bo(t)+By bl(t)+Cy bz(t)+Dy b,(t)

b0(x) = (1 - x)® fy . =04

b1(x) = 3x (1 - X)?

b2(x) = 3 (1 - x) X

b3(x) = x® = = %
A ~ Notenbogen

In GeoGebra: l _‘./’_\'EN e

Kurve(x(t),y(t),t,0,1) o 4
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Weiterfihrende Spline-Konzepte
und NURBS

B-Splines
Basis-
Polynome
Summe 1

Intervallbreite 4

Sind das PonncFeéL Grades mit 2 |
doppelten Nullstellen?

0.5

LEIDER NEIN!
Die Grundfunktion
BO,B(t) ---------- 0.2

0.1

besteht aus 4 Teilen

Non Uniform Rational B-Splines

Nicht gleichférmige rationale B-Splines

ABER:

: Evt.

0 1 2

3 4
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,Didaktische” NURBS mit Polynomen 4.Grades

b vort)=wenn(0 < T At<4 0038(-42 0) VA(H=VO(t-1)......

0.0 =~ —=

0

Summe 1, 1
ist das wahr?

LEIDER
knapp vorbei!

B, 5 hat Sattel- Nst V, hat nur doppelte Nst
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,Didaktische” B-Splines

A X(t)=A,V,(t)+ B, V,y(t-1)+ C V,(t-2)+ ...
il Cy(t)=A,Vy(t)+ B Vy(t-1)+ C Vy(t-2)+ ...

Kurve(x(t),y(t),t,0,13)

Karl +
Karlo

BspPely4 - ,
— 06 ?9

o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Basispolynome vom Grad 4 aber die Summe war nicht konstant 1.
B-Splines haben gestiickelte Basispolynome vom Grad 3
und die Summe ist genau konstant 1.
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Violett: NURBS mit echten B-Splines

0 1 2 3

13

[ |
Basis fur B-Splines, sie werden gleich erklart. Stets sind nur p+1=4 Basis-Elemente wirksam.
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Vergleich der Moglichkeiten flir NURBS

Der NURBS mit echten B-Splines ist
Lglatter” und reagiert feiner auf die
Steuerpunkte.

Die Einfachversion mit Polynomen 4.
Grades ist ,, didaktische Erfindung”
und nicht so edel.

0.6p

0.2}

R B I T

* durfen verschiedene Knotenabstdnde haben. Wie sind die echten

NU RBS * die Basiselemente kdnnen gewichtet sein. ) . o
e sie missen stets Summe 1 haben. B Spllnes definiert?
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Rekursive Definition der B-Splines

1{\ 4B(0,1.t) B(1,1.t) 11\ A 3 —
B(0.0.t) ' 1 02(t) — « B3 1(” +——" 5 1( )
B(1,0,t) B(0,2.t) B(1.2}) B(0,3;t) | B(1,3,t) 2
- Shines i _,-""\.‘ Al B1(t)= Bo,z (t-1)
: i3} Bestehen aus 3 Parabelstiicken
lineare : r" .l" “‘. “‘.
g;gh?{)rzegneflgen !\ - k t 4 . t
L ilp 1 7 TS /1/2 3\4\5 30,3(t)= g i Boag(t) -+ T ; Bl,g(t)
‘ \|/ B, 5(t)=By 5 (t-1)
\* | % Bestehen aus 4 Stiicken aus Polynomen
3. Grades
o L : ot ol \.. Die gelben Geraden bilden [0,p] auf [0,1] ab.
‘Die blauen Geraden bilden [1,p+1] auf [0,1] ab.
Boo(t) =1 fir 0<t<1 und 0 sonst. _—

Verschiebungsregel

Bi,(t) := Bop(t — i) fiir

also B, ((t)=1

Multiplikation mit den Geraden darunter, p->p+1
also Bo’l(t) = Bo,o(t) + (2 —
B (t)=By, (t-1) /4

p=Polynomgrad
1> 1und p >0

t)

I e A Bl Wl

B-Splines 3. Grades

reichen in der Praxis
B

Mit der Verschiebungsregel

erzeugt man fir n Steuerpunkte
(mindestens) n solche ,,Hlgel”

: Bl,O(t)a

/s
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NURBS mit B-Splines vom Grad 3
sind hier mit , Knoten“ vom Abstand 1

In jedem Intervall der Breite 1 bilden 4 Higel eine Basis.

7

3 __—Ih¥ &_ﬂ

,Karl“ ist die Parameterkurve
X(t)=AB, 5(t)+ B,B, 5(t)+ C,B, 5(t)+ D,B; 5(t)+ E,B, 3(t)+ F,Bs 5(t)+ G,Bg 5(t)+ H, B, 5(t)+ 1,Bg 5(t)
y(t)=A By 5(t)+ B B, 5(t)+ C B, 5(t)+ D, By 5(t)+ E B, 5(t)+ F B 5(t)+ G, By 5(t)+ H B, 5(t)+ | Bg 5(t)
Bei den NURBS diirfen die Knoten in beliebigen Abstanden sein.

Ilhre B-Spline-Basispolynome vom Grad 3 sind gewichtet,
so dass weiterhin sind ihre Summe fur jedes t gleich 1 ist.

Was aber nicht im Buch steht,
zeige ich nun:
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Exakte Geometrie mit NURBS?

Tr|32ektrlx _ Die Trisektrix hat eine implizite Gleichung
(afl‘)y = (3a —x)x" 3 Grades, kann man sie mit NURBS

darstellen?

_ o Kurven
1. Rationale Parametrisierung? erkunden

2. Geeignete rationale Basis? und verstehen
3. Geeignete Steuerpunkte?

Zu 2. Basis mit gewichteten rationalen Bernsteinpolynomen

;= ———— fiiri =0..3
Xj=ow;bj Keine B-Splines,
Bestimmung der Gewichte aus dem Nenner nur 4 Steuerpunkte
durch Koeffizientenvergleich:

'UJ[]:]_, wlzl,'wgzg,w3:2
Verwendung der Gewichte in den Zahlern ergibt fiir die Basis:

-t C3(1—t)% 41— t)t? o
Rﬂ(t) — t2 + 1 ’ Rl(t) = tz + 1 [ R2(t) = t2 + 1 ) RS(t) — t2 + 1
Zu 1. Diese findet man als Zu 3. Bestimmung der Koordinaten der Steuerpunkt_er -
Geradenschnittpunkt einer  durch Koeffizientenvergleich mit den Zahlern vonz(t) und y(t)
geeigneten Geraden. a(3 —t*) = AR} + B.R; + C.R} + D, R}

i =1 R: =nur Zahler at(3 — t2) — Ang + ByR; + CyR§ + DyR§
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Exakte Trisektrix und Kreis mit NURBS

A = (38,0}, B = (3a,0),C = (2(1,, 3;>,D = (a,a)

Uberraschung

Auf dieselbe Art ergibt sich mit einer Geraden y =t(x 4+ r)

eine rationale Parameterdarstellung fir den Kreis

"
0“
l" und die gezeigten Steuerpunkte.
’ il 1 _ 42
; N — r(1 —t%)
[ | a:‘. v 2 }
—— 1+1
: 2rt
|
. y t —
\\ ( ) 1 _|_ t?
*
~0
'n.. O
Durchlauf +
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Andere Parameterdarstellung des Kreises
Weitere

Uberraschung
2rt
il = T
r(1 —t?)
u(t) = :
y(?) 1+ t2
Durchlauf -
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Lesen Sie ausfuhrlicher in den Blichern
Hohere Mhematik sehen u verstehen
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Dérte Haftendokn

Dieter Riebesehl- e

Hubert Dammer.~_—<==
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Mathematik sehen EG
und verstehen Mathematik sehen

Werkzeuq des Denkens Und Ve rStEhen

und Schliissel zur Welt 3. Auflage

Numerik, 9.2.4, S 248 Splines+NURBS in 5.3 bis 5.4

Die Prdasentation und alle gezeigten GeoGebra-Dateien
finden Sie im Bereich Vortrdge
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NURBS

Grundlage fir Animationsfilme
12. September 2021 Saarbrucken, AK Geometrie der GDM
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NURBS 3 ...

Vielen Dank
fur lhre Aufmerksamkeit

Die Prdasentation und alle gezeigten GeoGebra-Dateien
finden Sie im Bereich Vortrdge
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