Die geheime Macht der
mehrfachen Nullstellen

19.11.2018 MNU Bremerhaven

Erst Graphen verstehen.

* Gesamtverlauf begreifen

* Felderabstreichen

e Vielfachheit beachten

* Qualitativen Graphen erzeugen

| Vielfachhi | 1 Davwv 5’1701/5/ seiny, dass mowv
der Nullstelle ohwne COWLPMIP/V’
viel geschafft hat.
s=1 Walhwhaftige
Kuwrvendiskussion/

Zuletzt ggf. noch rechnen.
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mehrfache Nullstellen, Vielfachheit
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* Definition S >
* Von Hand Felderabstreichen Beispiele:

* Fur qualitative Graphen
* Fiir Verstehen und Computer Polynome,

Besiegen |
* Fir Eigentatigkeit und Freude Aliele?
Funktionen
am Erfolg

* Um dber Kurven wahrhaft zu |\ otienten-Fkt
diskutieren (& b
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Was sind ,,mehrfache Nullstellen?
Definition

 Kann man eine Funktion schreiben als
f(x)=(x—a)’g(x) mitg(a) # Ounds > 0,

dann hat f in a eine Nullstelle der Vielfachheit s.

 s=1 einfacher Nulldurchgang

* s=2 parabelférmige Beriihrung| Topf féllt um!

 s=3einfacher Sattel
* s gerade 2topfféormige Berihrnullstelle
X » sungerade = sattelformiger Nulldurchgang

 JegroRer s ist, desto breiter
sind Topfe und Sattel

I
7 /i
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Pol die durch Linearfaktoren
olynome, gegeben sind

//x) (e 22) (x-a) (x=3)

=7

/
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Pol die durch Linearfaktoren
olynome, gegeben sind

flx)- (x+2) (- af (x=3)"

0

Felderabstreichen, qualitative Graphen erzeugen I]
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die durch Linearfaktoren
gegeben sind

f(x) = tlx + 2)x3(x — 3)°

Polynome,

': ° i Qualitativer
) ! Graph:
i 2 -
: [
|
| v |1/ Was fordert
‘ '
A P man?
3/ |10l £/1 227 §
K/ 1 Was muss
y | nicht
‘ .
stimmen?
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die durch Linearfaktoren
gegeben sind

f(x) = tlx + 2)x3(x — 3)°

Warum ist der Nullstellentyp jeweils schon erkennbar?

Polynome,

..., weil die anderen Faktoren zusammen (i.W.) nur einen
Streckfaktor erzeugen.

Verhalten in der Nahe der Nullstellen
ro= —2 ~Genauer
y = t(z + 2)(—2)%(=2 — 3)* = —200t(z + 2)
vibel x=-2
To=3 y=t0+2)2%0-3)" =18t’ 4
vibel x=0
To=a y=t(3+2)3(x—3)"=135t(z—3)°
vibel x=3
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die durch Linearfaktoren

Polynome, gegeben sind

! y=te+@—a’@-3" | (P 2
: o) Asymtote bei -2 ??7?7? Casy G ra p h e n
i ’ O | Sattelbei2.3 ??77? Cisatt
‘ 1 O brauchen
1 _(1) 1 2 3 4 5 %& wenn De n ke n
! man nur .

Rot sieht

y =t(x+ 2)(x — a)?’(:c — 3)2

Asymtote bei -2 ????  (igsy
Sattel bei 2.3 7?7?77 (satt

NEIN

4 5 6 a=-2 vierfache Nst. bei x=-2

i a=3 funffache Nst. bei x=3
=2 S Sonst 3-fache Nst. bei a

Ubersicht
fur alle a
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Platt oder nicht platt?
flx)=(x — D*(x — 2)**

:“i'f' y

Funktion
g f(x) = (x—2)" (x— 1) f(x) = (x — 2)™ (x — 1)2

Extremum undefiniert 2)'
Wendepkt undefinie

1 2 3
® Text2 = “f(x) = (x — 2)15 (, [
-1

Graphenzeichnen mit Computer o ) ;
lohnt allenfalls am Ende! 0 >

//X) a /M){x )k x2f2oen) o
= (x-2)""[x-) 12 wm 2 (x-2)]

> — 49
_( ) ( ) [ j
/ﬁ) O 00 ?/ ﬂ Das Extremum findet man sogar von Hand 1
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€2 CAS - platt-nicht-platt.ggb - O X

=~ mon =+ Platt oder nicht platt?
YTA~ FK i
1 Platt oder nicht platt? f(x)z(x — 1)2(x _ 2)15
o f(x)
5 (x— 1) (x—2)"°
3 F(x) < Zum Rechnenso
kbl L nicht zu gebrauchen

Lose(f(x)=0)

= {"=1”‘=%’*=2} Aber GeoGebra CAS O

Faktoren(f(x) kommt damit zurecht.

2 ( ol li) Ableiten reduziert jede Vielfachheit
17 x — 19 1
6 £(19/17) um 1. Ohne das Konzept der
~ —0.00212 . .
- aktorentioo) Vielfachheit,
7*(x:f 13) kommt die Wahrheit wohl

kaum ans Licht!

|| Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, http://www.mathematik-sehen-und-verstehen.de Folie 10 ||




Vielfachheit der Nullstellen
auch bei beliebigen Funktionen nutzlich

y |p Mo | |
5 (cos(x) + 1)? 5 (cos(x) + 1)?
4 ierfache Nullstelle 4 vierfache Nullstelle _
;3 3
/ 2 2
f
1 1
1 0 1 2 110 q 2 3 4 5 6 7 -
=1 4 =1
_(X—W) (33—7T4 (a:—7r)6 (:c—w)g
L P = 0t 90 TP6L

5 cos(x) + 1

fx=m) | x=m)' (x—7)°
21 4 6!

Bei m ist und bleibt eine vierfache Nullstelle,
egal wie weit ich die Taylornaherung treibe.

Entsprechend haben Sinus und Kosinus
,Hugel und Taler“ vom Grad 2.
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Ableitungen reduzieren die Vielfachheit um 1

1 f(x):=(x-a)"s g(x) B E‘wc l .S
- f(x) == g(x) (—a+x)°

Polynomgleichung finden

F(x)
“ (—a+x) g () +ss(x) (a+x)°"

e Den griunen Graphen f auf
Karopapier geben.

F(x)=(-a+x)"(s-1)"gg(x)

¢ (ot @ st (et )T mmd (a0 | o \Welche Gleichung hat er etwa ¢

gg(x):=(-a+x)g'(x)+s g(x)
- gg(x) :=sg(x)+g'(x) (—a+x)

gg(a

)
-+ s g(a) #. o

* Einen qualitativen O
Graphen fur die

Ableitung ' mit
Felderabstreichen
herleiten.

ﬂ hilfsmittelfrei 1

f(x) = tlx + 2)°x*(x — 2)3(x — 2.5)

\ FNp

P \I,_
2 \ 0 \/5\/ ?
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Quotienten von Polynomen

UM Y] e e
2 \ 2 Fim) = (x +1)°

it ane iy i ome e s o

: § nRiz) = (a 1)~
; ' : : In GeoGebraw

; E [ -2 nebeneinandes wv gweis

: iep | Fensterw

e Zahler und Nenner sind sofort vertraut, da die Vielfachheiten klar sind

 Fur alle Nullstellen Feldergrenzen zeichnen - )
 Felderabstreichen | Hilfsmittelfrei
 Falls alle Nst. ungleich: Ohne Rechnungen

* Nenner-Nst. erzeugen Pole ohne/mit ZW moglich

e Zahler-Nst. behalten ihre Vielfachheit 3 J

e Asymptoten: Grad = Max( Zahlergrad-Nennergrad, null)
 Bei ubereistimmenden Nullstellen nimmt man die stetige Fortsetzung
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Die geheime Macht der
mehrfachen Nullstellen

| l‘.l'tin-;..Haﬂ:g_ndﬂna '. 2
erkunden
und verstehen

l Mathematik sehen

und verstehen

[ e LB
SCIRISSAY T el

2. Auflage

Hier wie dort:
Alle *.ggb und die
meisten Bilder frei

&} Sprinper Speknam

verfigbar
3. Auflage G /
Verm. Marz 2019 . .
Vielen Dank fur lhre
21 dazu: Keltische Knoten
zeichnen, Polynome im Aufmerksamkeit
Affenkasten, Fkt.-Quotienten
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