Die geheime Macht der
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

bei Splines und NURBS
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D|e geheime Macht der
mehrfachen Nullstellen

1. Polynome von Hand erkunden
aus Linearfaktoren, z.B.

f(x) = (x+2)°x*(x — 2)°(x — 3)
2. Polynomqguotienten

erkunden, z.B. (x + 2)x3
LLLE A fx) = >
: (x+1)

3. Bézier-Splines, B-Splines und
> NURBS

3 4 5 6 7 8
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Was sind ,,mehrfache Nullstellen?

Definition
. . . gStet'bin
e Kann man eine Funktion schreiben als 9

f(x)=(x—a)’g(x) mitg(a) # Ounds > 0,

dann hat f in a eine Nullstelle der Vielfachheit s.
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Was sind ,,mehrfache Nullstellen?

Definition
. . . gStet'bin
e Kann man eine Funktion schreiben als 9

f(x)=(x—a)’g(x) mitg(a) # Ounds > 0,
dann hat f in g eine Nullstelle der Vielfachhe?_teslfl.

Nahe a
wirkt g(a)
als Faktor.

Evt. genauer ¥ of
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1. Polynome von Hand erkunden
f(x) = (x + 2)x°(x — 3)°

Erst schrittweise den Graphen
verstehen.
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1. Polynome von Hand erkunden
f(x) = (x + 2)x°(x — 3)°

Erst den schrittweise den Graphen

verstehen.

SCHRITTE:

* Gesamtverlauf begreifen

* Felderabstreichen

e Vielfachheit beachten

* Qualitativen Graphen erzeugen

Davuv stolg sein, dass mowv ohne
Computer viel geschafft hat.

Wahwhaftige Kurvendiskussion il
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1. Polynome von Hand erkunden
f(x) = (x + 2)x°(x — 3)*

Erst den schrittweise den Graphen

verstehen.
Walhwhaftige Kuwrvendiskussion!

Dann mit Computer prufen.

Naherungsfunktionen berechnen:
V| bei x=-2

y=ta+2)(-2%(-2-3=—200t(z +2) & o] 1 | —
| bei x=0

y = t(0+2)23(0 — 3)* = 18tz
V| bei x=3

y=t(3+ 2)3%x — 3)* = 135¢(z — 3)° I

[—lll noa " ‘
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Vielfachheit der Nullstellen
auch bei beliebigen Funktlonen nutzllch

'L |
s | |:|Taylor

o b cos(x) +1

|

ok

; ) = m®

cos(x) + 44— f

. Taylor

\ 2! - ! I
“2. 41 | J(i

3
n=_2

Sinus und Kosinus ,Hugel und Taler” vom Grad 2.

Bei 1 ist und bleibt eine doppelte Nullstelle, egal wie weit ich die

Taylornaherung treibe.

evt. ¥
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Vielfachheit der Nullstellen
auch bei beliebigen Funktionen nitzlich

BAy a—f— :
i :
4R E AR
| (cos(x) + 1)*
T ;
. X — 7 -
(%) 2520 ( = ),
s q TaylorRelhe(f m, 2S)

L ! =4 T
1 EEEEESEESES e evt.
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Polynomgleichung finden® Dengrunen Graphen faut
. ) : Karopapier geben.
ﬂ hilfsmittelfrel

* Welche Gleichung hat er etwa ?

b
Termfarf 72, Verabredungen
o Faktor nur
Behelfs-
x-Achse

f(x)=tlx+2)°x*(x—-2)3(x—-2.5)

N, -2 -1 0 1 . 3

Verabredungen Nachhero
Vielfachheit 1, 3 oderaus{5,7,...} Vielfachheit 2, oder aus {4, 6,...}
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Ableitungen

1

f(x):=(x-a)*s g(x)
- f(x) = g(x) (—a+x)’

2

F(x)
2 (—a+x) g +ss(x) (a+x)"

3

f(x)=(-a+x)"(s-1)"gg(x)
- (—a+x)° g +sgx) (—a+x)’ ' =gg(x) (—a+x)"!

gg(x):=(-a+x)g'(x)+s g(x)
- gg(x) := s g(x) +g'(x) (—a+x)

gg(a)

- NV, ungleich null

reduzieren die Vielfachheit um 1

Beweis mit
GeoGebra CAS

§

* Ein qualitativer Graph flir die Ableitung f‘ soll mit
Felderabstreichen hergeleitet werden.

ﬂ hilfsmittelfrei T

weiter O
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S

* Ein qualitativer Graph
e flir die Ableitung f*
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* Ein qualitativer Graph

e fur die Ableitung f*
by

GeoGebra CAS

£00)
T12s X tis X T12 X Tas X T

Faktoren(f(x))

X

-/ \ 2 Xx—2
: g . . x+ 2

-2 0
- 13x>—34x2—10x+40

, A 125 —

ﬂ hilfsmittelfrei 1
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Platt oder nicht platt?
f(x)=(x — 1)%(x — 2)* J

] y B/ -

=5
Funktion
lf(x) | 1)

Extremum undefiniert 2:
Wendepkt undefi
ﬂ Das Extremum findet man sogar von Hand__) SICEDEL Untetine

00 <L (x-0) (x - 2)" ¢ (x 1) 45 -2)
=(x-a)x-2)" LZ(Y-L) H‘?/'-"D
2(X-a) (-2 [4¥x -] [(%,)- 6,002

{(x)=0&> x=4 v X=2 v xzig
Weiter:O
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Platt oder nicht platt?
f(x)=(x — 1)%(x — 2)* J
A : :

/] 2 B

=5
Funktion
i f(x) |

Extremum undefiniert
Wendepkt undefinie o
Graphenzeichnen mit Computer

lohnt allenfalls am Ende! J X

).0q1 [(11".)7;-0.001,
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€ CAS - platt-nicht-platt.ggb - O X

Cl-lvmon-<iel Platt oder nicht platt?
1 Pla_tt oder ni;tl1t platt? — _ 2 _ 15
oo f(x)=(x — 1)*(x — 2)

5 (x—1)* (x—2)"
3 f(%) < Zum Rechnenso
4:6:;;;0;)512" PR = nicht zu gebrauchen

19

- {r=tx=qp=2) Aber GeoGebra CAS O
. kommt damit zurecht.

+ (17 <1 1) Ableiten reduziert jede Vielfachheit
6 f(19/17) um 1. Ohne das Konzept der

~ —0.00212 . .
J— Vielfachheit

S(222 %) kommt die Wahrheit wohl

kaum ans Licht!
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Quotlenten von Polynomen

; (zx++21))x \ Z f(z) = (z + 2)z*
3 (z +1)2

zaehler

g(z) = (x +2) =’

emam s s I s s s I I s s m s

o
-~

o P ‘
h(z)=(x+1)"
0 5*_’_-‘- 4 |
Q : Q InGeoGebraw
,1 : ; nebeneinander irv zgweis
D Félder abstreichen i i |:| Felder abstreichen F W@VV\/ 5/“)

[ ] | .

Zihler und Nenner sind sofort vertraut, da die Vielfachheiten klar sind
Fur alle Nullstellen Feldergrenzen zeichnen:
 hier grau fur Zahlernullstellen,
 pink fir Nennernullstellen
e, )

Hilfsmittelfrei
Ohne Rechnungen
moglich

C. y
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Quotlenten von Polynomen

(z + 2)z°
(x + 1)

(x+2)
(x+1)?

£

zaehler

f(@) =

w

. 7Fe|derabstreichen

«  Falls alle Nst. in Zshler und Nenner verschieden sind : (@
* Nenner-Nst. erzeugen Pole Hilfsmittelfrei
* ohne ZW bei gerader Vielfachheit, Ohne Rechnungen
*  mit ZW bei ungerader Vielfachheit, ‘ moglich )

e Zahler-Nst. behalten ihre Vielfachheit
 Bei gemeinsamen Nullstellen kirzt man die Ubereinstimmenden

Linearfaktoren und nimmt die stetige Fortsetzung. SW=Zeichenwechsel
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Quotlenten von Polynomen

x+2» Polynomdivision
“*V"  Division(zaehler, nenner)

liefert {x2_1’2x+1}

Asymptote und Rest o
2x + 1

(x + 1)

 Die Asymptoten bestimmt man durch Polynomdivision
 von Hand oder mit obigem Befehl

* Falls alle Nst. ungleich sind, haben die Asymptoten folgenden
. Grad = Max( Zahlergrad - Nennergrad, null)

e Bei Ubereinstimmenden Nullstellen nimmt man die

« stetige Fortsetzung O
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Bernsteinpolynome

i A :
B ,X" S Die Summe
: der Ordinaten
ist an jeder
Stelle 1.
7 R 3

b0(x) = (1 - x)® Polynome 3. Grades

b1(x) = 3x (1 - x)* 3 Nullstellen genau fiir x=0 und x=1
b2(x) =3 (1 -x) x* Samtliche Moglichkeiten.

b3(x) = x®
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Die Bernsteinpolynome erzeugen Bézier-Splines. O

%
t . =04
E
D
A /’—\ Notenbogen Af Geometrische Erzeugung der
(9 Bézierkurve
&) ‘L J J Vektorieller Beweis ergibt die
Bernsteinpolynome

Bézierkurve als Parameterkurve
X(t)=A, by(t)+B, b,(t)+C, b,(t)+D, b,(t)
y(t)=A, bo(t)+B, by(t)+C, b,(t)+D, bs(t)
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik
Weiterfuhrende Spline-Konzepte:

B-Splines und NURBS
Basis- 1
Polynome
Summe 1
Iontervallbreite4 B A Y

End das Polynome 4. Grades mit 2 Non Uniform Rational B-Splines

doppelten Nullstellen? _— Nicht gleichformige rationale B-Splines
LEIDER NEIN!
Die Grundfunktion ) ABER:

Bo(t) __________ 0.2
besteht aus 4 Teilen
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Vielfachheit der NuIIsteIIen in der Numerik
b voty=wenn(0 <t At <4 0032 (t-47 0) VI(t)=VO(t-1)......

0.03 =

0 1 2 3 4 5 6 7 8 2] 10

VO(t)=Wenn(0 <t At < 4, 0.03 1 (t - 4% 0)

Summe 1, 1
ist das wahr?

LEIDER
knapp vorbei!

evt. O
B, hat Sattel- Nst V hat nur doppelte Nst
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik
A X(t)=A,V,(t)+ B, V,y(t-1)+ C V,(t-2)+ ...
N Cy(t)=A\V,(t)+ B Vy(t-1)+ C Vy(t-2)+ ...

Kurve(x(t),y(t),t,0,13)

Karl +
Karlo

BspPely4 % - |
— 06 ?9

o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Basispolynome vom Grad 4 aber die Summe war nicht konstant 1.
B-Splines haben gestiickelte Basispolynome vom Grad 3
und die Summe ist genau konstant 1.
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Der wahre B-Spline ist ,glatter” und reagiert feiner auf die
Steuerpunkte.

Die Einfachversion mit Polynomen 4. Grades ist ,, didaktische
Erfindung” und nicht so edel.
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Diese B-Spline-Basispolynome vom Grad 3 sind gleich breit.
AIIe ,Knoten“ haben den Abstand 4.

Be| den NURBS smd d|e Knoten in beliebigen Abstanden. Ihre B-Spline-Basispolynome
vom Grad 3 sind gewichtet, so dass weiterhin sind ihre Summe fir jedes t gleich 1 ist.
Auch exakte Geometrie ist moglich.

N U RBS sind die Grundlage fiir Computeranimationen, man kann sie ohne O

Aufwand geometrisch abbilden und bewegen.
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Lesen Sie ausfuhrlicher in den Blichern
Hohere Mhematik sehen u verstehen
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Dérte Haftendokn

Dieter Riebesehl- e

Hubert Dammer.~_—<==

-

Mathematik sehen EG
und verstehen Mathematik sehen

Werkzeuq des Denkens Und Ve rStEhen

und Schliissel zur Welt 3. Auflage

Polynome in 6.1 bis 6.3  Splines+NURBS in 5.3 bis 5.4

Die Prdasentation und alle gezeigten GeoGebra-Dateien
finden Sie im Bereich Vortrdge
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Die geheime Macht der

mehrfachen Nullstellen
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Vielen Dank

fur lhre O

Aufmerksamkeit

Die Prdasentation und alle gezeigten GeoGebra-Dateien
finden Sie im Bereich Vortrdge
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