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mehrfachen Nullstellen
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik
bei Splines und NURBS

Die geheime Macht der
mehrfachen Nullstellen

1. Polynome von Hand erkunden
aus Linearfaktoren, z.B.

fO) = (x+2)°x*(x = 2)°(x = 3)

2. Polynomquotienten

erkunden, z.B. (x + 2)x3
T (x+1)2
3. Bézier-Splines, B-Splines und

NURBS
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Was sind ,,mehrfache Nullstellen“?

Definition
H . . gste"k'in
e Kann man eine Funktion schreiben als a

f(x) =(x—a)g(x) mitg(a) # Ounds > 0,
dann hat f in a eine Nullstelle der Vielfachheit s.

Was sind ,mehrfache Nullstellen“?
Definition

8ste” i
* Kann man eine Funktion schreiben a

flx)=(—a)g(x) mitg(a) # Ounds > 0,
dann hat f in a eine Nullstelle der Viel FachhesitEsN.

Nahe a ;

wirkt g (a) 1
als Faktor.

0 1

=1 Evt. genauer@ =1
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1. Polynome von Hand erkunden
f) = (x +2)x%(x - 3)?

Erst schrittweise den Graphen
verstehen.

1. Polynome von Hand erkunden
f@) = (x +2)x%(x - 3)?

Erst den schrittweise den Graphen

verstehen.

SCHRITTE:

¢ Gesamtverlauf begreifen

* Felderabstreichen

* Vielfachheit beachten

* Qualitativen Graphen erzeugen
Do stolg sein, dass mawn ohwne
Computer viel hat.

Wahvhaftige Kurvendiskussion!

-:T-cnqz:n:
1

2

2.
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1. Polynome von Hand erkunden
fl0) = (x +2)x%(x - 3)?

Erst den schrittweise den Graphen

verstehen.
Wehvhaftige Kuwrvendiskigsion!

Dann mit Computer prafen.

Naherungsfunktionen berechnen:
beix=-2

y=t(z+2) (-2 (-2 — 3)* = —=200t(x +2) |
bei x=0

y = H0 + 2)2*(0 — 3)° = 18t0%

bei x=3

y=H(3+2)3%a — 3)° = 135t(x — 3)

el a

Vielfachheit der Nullstellen
auch bei beliebigen Funktionen nutzlich

Lok cos(x) + 1 cos(x} +1

(] Taylor

[ raytor

e SoP G dar e

ERERD i1 [ ] EEEIONERERENEREREAESE)

3
a 1 ez || “ BES|

Sinus und Kosinus ,Hugel und Taler” vom Grad 2.

Bei m ist und bleibt eine doppelte Nullstelle, egal wie weit ich die
Taylorndherung treibe.

evt. Q
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Vielfachheit der Nullistellen

auch bei beliebigen Funktionen niitzlich
G 28 i i
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(cos(x) + 1)%

. 1
i (cos(x) + 1) |
. ]

I
1
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(x—7)
[

2520 — a

= TaylorReihe(f, , 2s)

4Ax)

— 0

@
@
o

% s
™ - - e e——— evt.

Den griinen Graphen f auf

Polynomgleichung finden *
9 Karopapier geben.

i hilfsmittelfrei .

Welche Gleichung hat er etwa?

b
Tarmiuerie. R Verabredungen
o ] Faktor nur
+ oder -
J\ 3 Behelfs-
r \ I' x-Achse
() = t(x +2)5x*(x — 2)3(x — 2.5)
E] | E =1 ] 3 ) 3 =

Verabredungen NachherQ
Vielfachheit 1, 3 oder aus {5, 7,..} Vielfachheit 2, oder aus {4, 6,...}

Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitit Liineburg, http://www.mathematik-sehen-und-verstehen.de Folie 9 |

[ Prof. r. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitt Lineburg, http://www.mathematik-sehen-und-verstehen.de Folie 10 |

reduzieren die Vielfachheit um 1

Ableitungen

fix):=(x-a)"s g(x)
- F) 1= 8 (ot e
fix)
- (k) E ) 180 (<t
F(x)=(-a+x)"(s-1)"gg(x)
* (a0 + 1800 (o k)" = gg(e) (~a+ )

Beweis mit
GeoGebra CAS

99(x)=(a+g'(x]+s 9(x)
= e8(x) = s () +8'(x) (-a+x)

99(a) .
° -0 n.V. ungleich null

* Ein qualitativer Graph fiir die Ableitung f‘ soll mit

Felderabstreichen hergeleitet werden.
weiter G

* Ein qualitativer Graph
» fiir die Ableitung f

|

n hilfsmittelfrei ‘]

ﬂ hilfsmittelfrei
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* Ein qualitativer Graph
* fiir die Ableitung f

GeoGebra CAS

| x)
o Mgy 18 oy A98 iy 56 g
EE T TR
| Faktoren((x)
x 3
2 x=2 2
5 x+2 4
1338 —10x+40 1
125 -1

ﬂ hilfsmittelfrei | O

Platt oder nicht platt?
f(x)=(x — 1)%(x — 2)'5 j

b AT
(] Z - -

Funktion
® f(x) = (x—2)"* (x—1)°

=)

P =2 (x-a)(x ~2) "+ (x-1" A5 (x -2 #
= (X= ) - 2% [2Ur) v 16k-1)
T(X=a)(x-2/4[4¥x -49]

fx)=0¢> x=4 v X2 v xz8

D m m >

Das Extremum findet man sogar von Hand

L% = 0,002

Weiter: O
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Platt oder nicht platt?
f(x)=(x — 1)2(x — 2)15 j

(' 7 3

v fiv
Funktion
®fx) = (x—2)"* (x—1)*

Extremum undefiniert V2
Wendepkt undefinie;
. . . ¥ O ,
Graphenzeichnen mit Computer

lohnt allenfalls am Ende! J

(] 2

Do m @ >

»oq UL;’J—-—(),WI-

B--moniel Platt oder nicht platt?
1 :Ia)_nodernichtplam f(x)=(x — 1)2(x — 2)15
2 X,

(k=1 (x—2)*
3700 Zum Rechnen so

- 17 x!0 — 512 x'° 4 7215 x!* —
Lose(f(x)=0)
4

19
- {x—l,x—ﬁ,x—2}

Faktoren(f(x))

nicht zu gebrauchen

Aber GeoGebra CAS
5 e 1 kommt damit zurecht.
- ( x—1 :) Ableiten reduziert jede Vielfachheit

17 x — 19
6 1917) uml.  Ohne das Konzept der

~ —0.00212 . )

 Faoren(s) Vielfachheit
-(:23%) kommt die Wahrheit wohl

kaum ans Licht!
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Quotienten von Polynomen

4 (**2!*’\ i PO |
(x+1) 2)x

e

=N
]

g(x) = (z+2) 2*

, d
H / hiz)=(z+1)
® g g
a / a InGeoGebrar

wv gwei
(] Fdtser abstreichen

[ — Fenstern

*  Zahler und Nenner sind sofort vertraut, da die Vielfachheiten klar sind
¢ Fur alle Nullstellen Feldergrenzen zeichnen:
* hier grau fur Zahlernullstellen, O

*  pink fir Nennernullstellen

Hilfsmittelfrei
Ohne Rechnungen

moglich

Quotienten von Polynomen

q

N | P 2)z?
] f(=) = (@+1)?

g(x) = (z+2) 2*

h(x) (x4 1)°

/ g In GeoGebras
. T— Fenstern
. ] )
*  Felderabstreichen

¢  Falls alle Nst. in Zahler und Nenner verschieden sind :
*  Nenner-Nst. erzeugen Pole Hilfsmittelfrei
»  ohne ZW bei gerader Vielfachheit, Ohne Rechnungen
*  mit ZW bei ungerader Vielfachheit, moglich
*  Zahler-Nst. behalten ihre Vielfachheit
*  Bei gemeinsamen Nullstellen kiirzt man die Gbereinstimmenden
Linearfaktoren und nimmt die stetige Fortsetzung.

ZW=Zeichenwechsel
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Quotlenten von Polynomen

‘ «+2» Polynomdivision
“*" Division(zaehler, nenner)
i liefert {x2_1’2x+1}
Asymptote und Rest o
(A ()= x?— 14 2x +1
] *q(x) =x° — —
/“ a (x +1)?

«  Die Asymptoten bestimmt man durch Polynomdivision
* von Hand oder mit obigem Befehl

*  Falls alle Nst. ungleich sind, haben die Asymptoten folgenden
. Grad = Max( Zahlergrad - Nennergrad, null)

*  Bei tibereinstimmenden Nullstellen nimmt man die

*  stetige Fortsetzung O

Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Bernsteinpolynome
by by

= Die Summe
! der Ordinaten
// H ist an jeder
Stelle 1.
/
B1 /’
, 'Y
B0
s x
= 5

b0(x) = (1 - x)* Polynome 3. Grades
b1(x) = 3x (1 - x)* 3 Nullstellen genau fiir x=0 und x=1
b2(x) =3 (1 - x) x* Samtliche Maglichkeiten.

b3(x) = x*
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Die Bernsteinpolynome erzeugen Bézier-Splines. O

o3

c t=0.4

MNotenbogen | Af Geometrische Erzeugung der
Bézierkurve

Vektorieller Beweis ergibt die

Bernsteinpolynome

Bézierkurve als Parameterkurve

X(t)=A, bo(t)+B, b, (t)+C, b,(t)+D, bs(t)

y(t)=A, by(t)+B, by(t)+C, b,(t)+D, bs(t)

|Kurve(x(t),y(t),t,0,1) |

Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik
Weiterfihrende Spline-Konzepte:

B-Splines und NURBS

Basis- 4

Polynome
Summe 1

Intervallbreite 4
Sind das Polynome 4. Grades mit 2

Non Uniform Rational B-Splines
doppelten Nullstellen?

Nicht gleichformige rationale B-Splines

LEIDER NEIN! \
Die Grundfunktion u \ ABER:

e VN o
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besteht aus 4 Teilen
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

VO(t)=Wenn(0 =t At =<4, 0038 (t-4)%0) VI(H=VO(t-1)......

0.0 *

VO

of 3 7 8 9 10
Soumme 1 (t)=Wenn(0 <t At <4 003£(t-470)

7

iSt daS Wahr? B0 zum Vergleich

LEIDER

knapp vorbei! m

evt. 1 2 3 ‘d 5 L] & k] 10 11 12

B, hat Sattel-Nst, V, hat nur doppelte Nst.

Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik
X(t)=AV,(t)+ BV, (t-1)+ CV,(t-2)+ ...
Cy(t)=AN(t)+ BVo(t-1)+ CVo(t-2)+ ...

Kurve(x(t),y(t),t,0,13)

Karl +
Karlo

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 ﬁ'
Basispolynome vom Grad 4 aber die Summe war nicht konstant 1.
B-Splines haben gestiickelte Basispolynome vom Grad 3 .

und die Summe ist genau konstant 1.
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Der wahre B-Spline ist , glatter” und reagiert feiner auf die
Steuerpunkte.

Die Einfachversion mit Polynomen 4. Grades ist ,, didaktische
Erfindung” und nicht so edel.
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Vielfachheit der Nullstellen in der Numerik

Diese B-Spline-Basispolynome vom Grad 3 sind gleich breit.
Alle ,Knoten” haben den Abstand 4.

vom Grad 3 sind gewichtet, so dass weiterhin sind ihre Summe fir jedes t gleich 1 ist.
Auch exakte Geometrie ist moglich.

N U RBS sind die Grundlage fiir Computeranimationen, man kann sie ohne O

Aufwand geometrisch abbilden und bewegen.

Lesen Sie ausfihrlicher in den Biichern
Y H E

Diirte Haftendorn

Mathematik sehen
und verstehen Mathematik sehen

und verstehen

und 3. Auflage
Polynome in 6.1 bis 6.3  Splines+NURBS in 5.3 bis 5.4

Die Prisentation und alle gezeigten GeoGebra-Dateien
finden Sie im Bereich Vortrige
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Die geheime Macht der

mehrfachen Nullstellen
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Vielen Dank

flr lhre O

Aufmerksamkeit

Die Prdsentation und alle gezeigten GeoGebra-Dateien
finden Sie im Bereich Vortrige
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