Polynome im Affenkasten

Fur jedes Polynom bis zum
4. Grad gibt es einen Kasten, in
dem es angeschaut werden kann.

Jede Potenzfunktion zeigt eine
besondere Schonheit.

Neuentdeckungen sind jederzeit
mdoglich.
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Polynome im Affenkasten
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* Scherung als Beweisgedanke
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¢ Fundamentale Ideen der
Mathematik und ihrer Lehre
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Polynome 3. Grades im Affenkasten

*  Wir betrachten ein Polynom 3. Grades, das Extrema hat.

¢ Maximum und Wendepunkt
definieren eine Kastenzelle.
* Symmetrie zum Wendepunkt.

i » Uberraschend ist:
zr  die n&chste Zelle passt immer.

p(x)=ax(x? 3r)
pi{x)=a(3x*-3r")0BdA

pl2ry=az2r(rt) Q
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p[—r:=ar{2rll

] Polynome 3. Grades im Affenkasten

< Jede Tangente schneidet die Wendetangente.
|/\  Uberraschend ist:

« Die Tangente am Kastenrand
schneidet die Wendetangente

j/ auf der oberen Kastenlinie

¢ Der Schnittpunkt liegt immer
an der 2:1 Teilungsstelle der
Zelle

&

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Liineburg, www.mathematik-verstehen.de ~ Folie 4 |

Polynome 3. Grades im Affenkasten \

Die Nullstelle ist stets das ﬁ—fache der Extremstelle.

f\ p(x):ax(xz—srz)

/

17N\ + Die Nullstellen -Tangente liegt
also ,,irrational“ im Kasten.

: [}

/ « Sie passt nicht zu den anderen
; wichtigen Tangenten.
- e Wirklich nicht?
/ « Uberraschend ist:
¢ Sie ,erbt* ihre Steigung aus
dem Kasten, m.a.W.:
sie ist stets parallel zu einer
markanten Kastenlinie.
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Polynome 3. Grades im Affenkasten \

* Flachenverhéltnisse Q leer IQ fertig

« Die Inhalte der gezeichneten
Flachen stehen im Verhaltnis
3:1

¢ Das ist einfach schon.

« Uberraschend ist:

¢ Esistein rationales
Flachenverhaltnis, obwohl
die beteiligte Nullstelle
LHirrational” im Kasten liegt.
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Polynome 3. Grades im Affenkasten

» Flachenverhaltnisse

¢ Flachen gleicher Farbe sind
gleich groR.

bl L
plx)=ax(x"-3r)
Ist r die Rasterbreite, so hat ein
Rasterkistchen den Flicheninhalt

F.=2ar?

Polynome 3. Grades im Affenkasten

: Was gilt bei anderen
, Polynomen 3. Grades?

7 » Scherung?
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I 1+ Wie zeigt sich
' Scherung im
Funktionsterm?

¢ Erreicht man

alle Polynome
ﬁ% 3. Grades?
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\ Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung erklaren

Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung bei Funktionen erklaren
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NS o

P 5 6

Geradenaddition
bewirkt eine
Scherung
Doppelte Nullstelle Folot(
wird zur Berlhrstelle.
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\ Polynome 3. Grades im Affenkasten

Scherung allgemein

P
‘:’”” « Addition eines linearen Terms

zu einem Funktionsterm
bedeutet geometrisch eine
Scherung des
Funktionsgraphen.

m x+b

» Scherachse ist die Parallele zur y-Achse durch die
Nullstelle der zum linearen Term gehdrigen Geraden

¢ Scherwinkel ist der spitze Winkel, den die Gerade mit
der x-Achse bildet.
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Polynome 3. Grades im Affenkasten \

. i Scherung bei Polynomen
: P 3. Grades
.m + durch Addition des Terms
@ . einer Ursprungsgeraden
2
£ f(x)=a x°+b x

3 » Scherachse ist die y-Achse
4 P

« Scherwinkel ist der (spitze)
/ ) a Steigungswinkel.
= Auch in der anderen Darstellung:Q
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Polynome 3. Grades im Affenkasten

 Scherungen erhalten
Teilverhaltnisse und
Inzidenzen

» Scherungen erhalten die
FlachengroRe
« Scherungen erhalten also

auch die Flachenverhéltnisse
* Neu ins Bewusstsein geruckt:

solche Scherungen erhalten
die Wendestellen
Scherungen erhalten den
Grad eines Polynoms
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Polynome 3. Grades im Affenkasten

¢ Also:

¢ Jede Tangente definiert mit
Berihr- und Wendepunkt eine
Kastenzelle.

// A * Alle fiir gerade Affenkésten

bewiesenen Tatsachen gelten
auch fir schrage Affenkasten.

¢ Alles gilt fur alle Polynome
3. Grades.
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Polynome 3. Grades im Affenkasten

* Also:

« Jede Tangente definiert mit
Beriihr- und Wendepunkt eine
Kastenzelle.

« Alle fur gerade Affenkdsten
bewiesenen Tatsachen gelten
auch fiir schrage Affenkasten.

* Alles gilt fir alle Polynome
3. Grades.
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Parabeln im Barenkasten |

Loy

Parabeln im
Barenkasten

B

z ?‘5‘; ?,A:
—
h---'-'-----

@

Gute Benennungen
fordern Verstehen!

A
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Parabeln im Barenkasten
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Parabeln im Barenkasten

frere = owt

r=1 wd epsilon =2

S g * DieTangenten an den Ecken des
Bérenkastens:

« treffen die untere Kastenkante auf
einem Gitterpunkt

¢ Dies kann also
gar keine
Parabel sein.

¢ Die beiden Tangenten schneiden
sich untereinander auf der
Unterkante des ,,Doppelkastens*

e Es gelten viele schone
Flachenverhéltnisse
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Parabeln im Barenkasten

Die Sehne AB definiert
Ein Parabelsegment.
C heif3t Scheitel des
Parabelsegmentes.

Mit einer Folge von
Dreiecken hat
Archimedes die
Parabelflache
bestimmt.
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Parabeln im Barenkasten

DIE QUADRATUR DER PARABEI

Aus dem Buch: Archimedes Palimpsest
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Parabeln im Barenkasten

Bild \
Es ist eine Ellipsg, wie die f[]nt‘#unkte zeigen, und keine Parabel."'.l
Die Parabel ist die rote Kurve. Die Dreiecke waren total falsch.
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Parabeln im Barenkasten
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MP ist ein Viertel der Segmenthdhe.
Damit ist die Flache des griinen Dreiecks ein Achtel von der des
grofRen Dreiecks.
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Parabeln im Barenkasten |
* Archimedes
und seine

% % Parabel-

AR EE] “”4%“65 Aussch(’jpfung

e 7 s 7 st

« Bei jedem Schritt werden neue Sehnendreiecke gebildet.

¢ Die Flachensumme der Sehnendreiecke ist Y2 der
vorigen.

¢ Die Gesamtflachen bilden eine Geometrische Reihe mit
dem Faktor ¥ und der Summe 4/3*Startdreieck.

« Damit nimmt die Parabel 2/3 des Kastens ein.
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Parabeln im Barenkasten
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Parabeln im Bérenkasten \

offne Ao

Wahlen Sie eine konkrete Parabel
und zeigen Sie an ihr das von

Offene Aufgabe
Was izt dargestellt?

) Ihnen Vermutete,

Uberlegen Sie, warum die von

Ihnen im  Spezialfall gezeigte

Eigenschaft wirklich fir alle
Parabeln gilt.

Konkreter Verschlag fix) = %12,

EBeruhrstells w=2, Gesamthrede 12, also [4,8]
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Parabeln im Barenkasten

Kasten=19
st -...\ 2!3Kasle:|:ﬁs
o (o
int=15
K] - 0 1 2 3 a 5 8 %
Y2— Yo b Trapez groR
. 22 _0(ph-a
Trapez grofs 2 ( ) -Trapez klein
« Trapez klein y1(b—a) Parallelogramm

« Integral = Trapez groR -1/3 Parallelogramm
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Parabeln im Barenkasten |

Eeplersche Reg;],

b
b-a
J 100 dx= ==(yo +4y+y2)
e
nd Polynom 3. Grades

|Kep|ersche Regel |

beliebige Fkt. ~
-Iw 25 )

« Johannes Kepler (Mathematiker, Astronom) fand schon
Anfang des 17. Jahrhunderts diese Keplersche (Fass-)Regel.
Mehrfache Anwendung fiihrt zur Simpsonregel.
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\ Polynome 4. Grades im Pantherkafig

¢ Polynome 4. Grades:

Sie haben entweder genau zwei

Wendepunkte oder gar keine.

Betrachtet werden die Graphen mit zwei
Wendetangenten und deren Schnittpunkte mit
dem Polynom.

« Uberraschend ist:

¢ st r der Abstand der
Wendestellen, dann ist r auch
der Abstand der
Schnittstellen von den
Wendestellen.

» Die Flachen zwischen Wendetangente und Kurve sind links
und rechts gleich grof.
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\ Potenzfunktionen y=xX  mitk>1

Fixl=x'1.5, Fip=d:2 fix)=x2, KiP=i:l flxhmatd, Kifmdel

y=x°
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| Gescherte Potenzfunktionen y=xk +mx  mit k>1

0.8
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten* \
fi(x)=(e* -k )Y, k>0

« Entstehung des Graphen aus Bausteinen
« e-Funktion um Kk verschieben.

« quadrieren
*  Asymptote y= k2,

« Bei wachsendem k wandert die Extremstelle
nach auBen, die Asymptote nach oben.

Fundamentale Idee
Funktionen aus Bausteinen
aufbauen

! f
/
/ /
—
P
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\ e-Funktion mit ,,Eulerkasten® \
fix) = (e” -k ), k>0

Wendepunkt
Extrempunkt
Schnittpunkt mit der Asymptote

 Uberraschend ist:

Far alle k sind Wendestelle und
Schnittstelle mit Asymptote In 2 von
der Extremstelle entfernt.

Also: Die Streifenbreite ist stets In 2.

&
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e-Funktion mit , Eulerkasten® |

LI I — x 2 >
~R\ i Si(x)=(e kY, k>0
e O « Die Wendetangente schneidet

SN T Asymptote und x-Achse

« Dadurch wird ein Kasten definiert.
 Uberraschend ist:
« Furalle k hat dieser Kasten die Breite 2

« Der Wendepunkt liegt auf dem rechten
unteren Viertelpunkt.

» Die Kastenflache
ist so groR wie die Flache
zwischen Kurve und
Asymptote.

e A=2k?
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten*
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2 Eer nschen Karve und Asymptote
X e e ulerelle und Seheate amt Asymptate
fk(X)= e” -k Fed Zelien

Bereach ewischen Karve und Asymptote Links unbigrenster Bertich swischen Kurve,
susschen Wendestele und Hidletelle F=$ Zellen | Asymptote und Wesdetangente
F=5 balbe Zellen

Viele Flachen
. ) Beresch zwischen, Karve und Asymphste Links urbegrenster Bereich rwischen Kurve,
sind Vielfache swischen Wendestele und mizss Unendlich Asymptots und Enker Kastengreeze (z B.)in
Fe

=7 Zellen inkostenensurshel m den Kastenzeles, was

der Kastenzellen. s, dasi die srdeven Exgenichatien
“besonders” sind
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e-Funktion mit ,,Eulerkasten*
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Viele Flachen

eerien  Erforschen Sie
CI'<earstenzellen. mathematlSChe
Schdnheiten!
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| Polynome im Affenkasten |

e Danke fir lhre
Aufmerksamkeit!

Www.mathematik-verstehen.de
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